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1 母平均と母分散

• 母集団分布の平均を母平均（population mean）とよぶ。

• 母集団分布の分散を母分散（population variance）とよぶ。

⋆ 母平均を µ、母分散を σ2 と書くことが多い。

⋆ 母集団全体を観測できない場合、どちらも現実には未知。

2 標本分散の期待値

• 無作為標本 (X1,X2, . . . ,Xn ) の標本分散（sample variance）は、

s2 =
1

n − 1

n∑
i=1

(
Xi − X

)2
.

例題 1. 母平均 µ、母分散 σ2 の母集団から抽出した大きさ nの無作為標本 (X1,X2, . . . ,Xn ) を考える。また、

µ（と σ2）は未知とし、標本分散を s2 =
1

n − 1

n∑
i=1

(
Xi − X

)2
とする。このとき、E

(
s2
)
= σ2 を証明しなさ

い。ただし、E
(
X
)
= µ,V

(
X
)
=
σ2

n
であることを使ってよい。

証明の方針 　 (Xi − µ)2 の項と
(
X − µ

)2
の項を無理やり作る。すると分散の定義から、

V (Xi ) = E(Xi − µ)2,V
(
X
)
= E
(
X − µ

)2
を適用できる。

（証明）母平均は µ、母分散は σ2 なので、

E(X1) = E(X2) = · · · = E(Xn ) = µ,

V (X1) = V (X2) = · · · = V (Xn ) = σ2
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である。s2 の総和記号の部分は、

n∑
i=1

(
Xi − X

)2
=

n∑
i=1

(
Xi − µ + µ − X

)2
=

n∑
i=1

[
(Xi − µ) −

(
X − µ

)]2

=

n∑
i=1

[
(Xi − µ)2 − 2(Xi − µ)

(
X − µ

)
+
(
X − µ

)2]
=

n∑
i=1

(Xi − µ)2 −
n∑
i=1

2︸︷︷︸
i に依存しない

(Xi − µ)
(
X − µ

)︸   ︷︷   ︸
i に依存しない

+

n∑
i=1

(
X − µ

)2︸     ︷︷     ︸
i に依存しない

=

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − 2
(
X − µ

) n∑
i=1

(Xi − µ) + n
(
X − µ

)2
.

ここで、X =
1
n

n∑
i=1

Xi なので、nX =
n∑
i=1

Xi である。

よって、
n∑
i=1

(Xi − µ) =
n∑
i=1

Xi −
n∑
i=1

µ = nX − nµ = n
(
X − µ

)
となる。したがって、

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − 2
(
X − µ

) n∑
i=1

(Xi − µ) + n
(
X − µ

)2
=

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − 2
(
X − µ

)
· n
(
X − µ

)
+ n
(
X − µ

)2
=

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − 2n
(
X − µ

)2
+ n
(
X − µ

)2
=

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − n
(
X − µ

)2
である。よって、

E


n∑
i=1

(
Xi − X

)2 = E


n∑
i=1

(Xi − µ)2 − n
(
X − µ

)2
= E


n∑
i=1

(Xi − µ)2
 − E

[
n
(
X − µ

)2]
= E

[
(X1 − µ)2 + (X2 − µ)2 + · · · + (Xn − µ)2

]
− nE

(
X − µ

)2
= E(X1 − µ)2︸        ︷︷        ︸

=V (X1)

+ E(X2 − µ)2︸        ︷︷        ︸
=V (X2)

+ · · · + E(Xn − µ)2︸        ︷︷        ︸
=V (Xn )

−n E
(
X − µ

)2︸        ︷︷        ︸
=V
(
X
)

= V (X1) + V (X2) + · · · + V (Xn ) − nV
(
X
)

= σ2 + σ2 + · · · + σ2︸                   ︷︷                   ︸
n 個

−n · σ
2

n

= nσ2 − σ2

= (n − 1)σ2
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となる。したがって、

E
(
s2
)
= E


1

n − 1

n∑
i=1

(
Xi − X

)2 =
1

n − 1
E


n∑
i=1

(
Xi − X

)2 =
1

n − 1
· (n − 1)σ2 = σ2

である。（証明終）

この式から分かること 　母平均 µが未知のとき、µを標本平均 X で推定して標本分散を

s2 =
1

n − 1

n∑
i=1

(
Xi − X

)2
とすれば、E

(
s2
)
= σ2 となる。
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