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教科書やノートなどを参照しても構いません。

1. 定数項のない単回帰モデル

yi = βxi + ui , i = 1,2, . . . ,n,

ui ∼ iidN
(
0,σ2

)
を考える。β の OLS推定量は、

β̂ =

∑n
i=1 xi yi∑n
i=1 x2

i

= β +

∑n
i=1 xiui∑n
i=1 x2

i

と表される。この β̂ が正規分布に従うことを証明しなさい。ただし、簡単化のため、説明変数 xi は非

確率変数であるとする。

Hint：
n∑
i=1

x2
i = aとおけば簡潔な表記ができ、証明しやすくなる。
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練習問題解答

1.（証明）問題より、ui ∼ N
(
0,σ2

)
であり、xi は非確率変数なので、正規分布の性質より、任意の i につ

いて、

xi∑n
i=1 x2

i

· ui ∼ N


0,


xi∑n
i=1 x2

i


2

· σ2




である。
n∑
i=1

x2
i = aとおくと、

xi
a
· ui ∼ N

(
0,
[ xi

a

]2
· σ2

)
となる。i = 1,2, . . . ,nについて合計すると、u1,u2, . . . ,un は互いに独立なので、正規分布の再生性より、

x1

a
· u1 +

x2

a
· u2 + · · · +

xn
a
· un ∼ N

(
0 + 0 + · · · + 0,

[ x1

a

]2
· σ2 +

[ x2

a

]2
· σ2 + · · · +

[ xn
a

]2
· σ2

)
,

つまり、
n∑
i=1

xi
a
· ui ∼ N


0, n∑

i=1

[ xi
a

]2
· σ2




となる。ここで、

n∑
i=1

xi
a
· ui =

1
a
·

n∑
i=1

xiui =
∑n

i=1 xiui

a
,

n∑
i=1

[ xi
a

]2
· σ2 =

1
a2 · σ

2
n∑
i=1

x2
i︸︷︷︸

=a

=
σ2a
a2 =

σ2

a

なので、 ∑n
i=1 xiui

a
∼ N

(
0,
σ2

a

)
である。よって、正規分布の性質より、

β̂ = β +

∑n
i=1 xiui∑n
i=1 x2

i

= β +

∑n
i=1 xiui

a
∼ N

(
β,
σ2

a

)
となる。

したがって、 β̂ は正規分布に従う（証明終）。

• この定数項なしの単回帰モデルでは推定するパラメータが 1個なので、H0 : β = 0を検定する検定

統計量は、
β̂

SE
(
β̂
) ∼ t(n − 1)

となる。


